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Streszczenie: Przedstawiono możliwości wyznaczania częstości drgań własnych giętnych prętów traktowanych jako belki 

Bernoullego-Eulera przy użyciu metody Rayleigha. Zakłada się, że kształt osi pręta podczas drgań jest taki 

jak kształt linii ugięcia tego pręta pod obciążeniem ciągłym. Porównanie energii potencjalnej w pozycji wy-

chylonej z energią kinetyczną w pozycji nieodkształconej pozwala na wyznaczenie częstości i okresu drgań 

własnych w funkcji modułu Younga i gęstości materiału oraz parametrów określających kształt geometryczny 

pręta. Pokazano przykłady rozwiązań dla prętów w kształcie ściętego stożka i ściętego klina oraz brył obro-

towych o tworzącej prosto- i krzywoliniowej (parabolicznej, wykładniczej). Dotyczy to zarówno prętów peł-

nych jak i wydrążonych, oraz różnych sposobów zamocowania końców pręta. Metoda jest przydatna do wy-

znaczenia pierwszej częstości drgań własnych pręta. Dokładność uzyskanych wyników (porównanych z 

literaturą oraz z wynikami obliczeń MES) w pełni wystarcza do praktycznych zastosowań. Autorzy pokazali 

też możliwość rozszerzenia metody na kolejne częstości drgań. 
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1. Wprowadzenie  

Elementy prętowe o zmiennym przekroju poprzecznym są często stosowane w celu zmniejszenia 

masy konstrukcji. Dotyczy to zarówno części maszyn jak i elementów konstrukcji budowlanych. Czę-

stości drgań własnych takich prętów można wyznaczyć korzystając z równania różniczkowego belki 

Bernoullego-Eulera. Autorzy pracy [1] otrzymali analityczne rozwiązanie tego równania za pomocą 

funkcji Bessela dla przypadków ściętego stożka i ściętego klina. Rozwiązanie tego równania metodą 

Frobeniusa podano w pracy [2]. Autor zamieścił tabele z wartościami trzech pierwszych częstości drgań 

własnych dla 16 kombinacji schematów podparcia i różnych wartości parametru określającego zbież-

ność ścianek ściętego stożka i klina. Wielu badaczy rozszerzyło analizy drgań własnych na pręty o in-

nych kształtach przekrojów poprzecznych, uzyskując często rozwiązania tylko dla przypadków szcze-

gólnych. Na przykład, [3] badali drgania własne pręta o wykładniczo zmiennej szerokości przekroju, a 

[4] analizował pręt w kształcie bryły obrotowej o promieniu zmieniającym się parabolicznie wzdłuż 

długości pręta. Przedmiotem badań pracy [5] był pręt w kształcie wydrążonego ściętego stożka. W pracy 

[6] analizowano drgania pręta w kształcie bryły obrotowej o tworzącej opisanej funkcjami wykładniczą 

i trygonometryczną. Różnorodność metod analizy drgań belek o zmiennych przekrojach poprzecznych 

widać także w innych pracach, na przykład w [7, 8]. Praca [9] dotyczy pełnych i wydrążonych prętów 
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w kształcie klina o różnych przekrojach poprzecznych z dodatkowymi masami punktowymi. Belki o 

zmiennych przekrojach poprzecznych lub z masami skupionymi mogą być też analizowane jako pręty 

wieloodcinkowe o przekrojach skokowo zmiennych [10, 11]. 

Autorzy tego artykułu do wyznaczenia pierwszej częstości drgań własnych giętnych prętów trakto-

wanych jako belki Bernoullego-Eulera korzystają z metody Rayleigha. Zakłada się, że kształt osi pręta 

podczas drgań jest taki jak kształt linii ugięcia tego pręta pod obciążeniem ciągłym o stałej wartości. 

Dla materiału idealnie sprężystego i małej amplitudy drgań porównuje się energię potencjalną w pozycji 

wychylonej z energią kinetyczną w pozycji nieodkształconej. Pozwala to na wyznaczenie częstości i 

okresu drgań własnych w funkcji modułu Younga i gęstości materiału oraz parametrów określających 

kształt geometryczny pręta. Szczegółowe rozwiązania z zastosowaniem tej metody opublikowane zo-

stały w szeregu prac, między innymi w [12–15]. Celem tej pracy jest zebranie w jednym miejscu infor-

macji o możliwościach wykorzystania tej metody, pokazanie wybranych wyników własnych obliczeń 

publikowanych w różnych tekstach i przedstawienie krytycznej oceny przydatności stosowanej przez 

autorów metody.   

2. Metoda obliczeń 

Procedurę postępowania przy użyciu metody Rayleigha [12] w sposób przyjęty przez autorów tej 

pracy można wyjaśnić na przykładzie pręta wspornikowego w kształcie ściętego stożka o długości L i 

zbieżności ścianek η = D/d (rys. 1). 

 

Rys. 1. Schemat pręta wspornikowego. 

Ugięcie pręta wyznaczono całkując dwukrotnie równanie różniczkowe osi odkształconej: 
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q – obciążenie ciągłe o stałej wartości. 

 

Linia ugięcia pręta jak na rys. 1 jest określona równaniem: 
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Energia potencjalna pręta w pozycji wychylonej jest określona zależnością: 
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a energia kinetyczna wynosi: 
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gdzie:  

ω  – częstość kołowa drgań,  

ρ – gęstość materiału,  

m(x) – masa odcinka pręta o długości dx.  

 

Porównując wartości energii można wyznaczyć częstość kołową drgań własnych w postaci: 
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a po scałkowaniu i uporządkowaniu z pomocą programu Mathematica otrzymano zależność: 
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gdzie: 
6 5 4 3 2 1 2 3

1 11 87 375 1184 3219 4281 2817 1080 234 24        − − −= − + − + − + − + −Q        

3 2 3
2 14 33 15 3 6 ln    = − + − −Q  

4 3 2 3
3 3 10 18 6 1 12 ln     = + − + − −Q   

 

Podobnie postępując uzyskano rozwiązania dla prętów wspornikowych w postaci ściętego klina [12], 

pełnych i wydrążonych brył obrotowych o tworzącej będącej parabolą oraz krzywą wykładniczą [13, 

16]. 
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Innym, bardziej uniwersalnym podejściem do rozwiązania tego samego problemu jest czterokrotne 

całkowanie równania różniczkowego osi odkształconej w postaci: 
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Stałe całkowania są wyznaczane z warunków brzegowych, co pozwala uzyskać dla każdego z anali-

zowanych przypadków schematu podparcia belki równanie krzywej ugięcia, a po określeniu i porówna-

niu energii wyznaczyć częstość drgań własnych. W pracy [14] rozpatrzono sześć schematów podparcia: 

utwierdzenie – przegub, utwierdzenie – suwak, utwierdzenie – utwierdzenie, utwierdzenie – swobodny 

koniec, przegub – suwak, przegub – przegub. Analizowano tam pręty w kształcie ściętego stożka i ścię-

tego klina.  

Dla swobodnie podpartego pręta w kształcie ściętego klina zależność na pierwszą częstość kołową 

drgań własnych może być po przekształceniu podana w następującej postaci, [17]: 
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h i H to najmniejsza i największa wysokość klina o długości L. 

  

Przedstawiony powyżej sposób postępowania wymaga całkowania złożonych wyrażeń. W przy-

padku prętów pełnych (i niektórych szczególnych przypadków prętów wydrążonych) w kształcie ścię-

tego stożka i ściętego klina otrzymuje się proste rozwiązania i do obliczenia częstości drgań wystarczy 

podręczny kalkulator. W wielu bardziej skomplikowanych przypadkach wymagane jest całkowanie nu-

meryczne. W opisywanej przez autorów metodzie całkowanie może być zastąpione obliczeniami wy-

konywanymi dla poszczególnych odcinków pręta, na które został on podzielony. Jeśli liczba odcinków 

jest bardzo duża, wyniki zbliżają się do rozwiązania dokładnego, uzyskiwanego w wyniku całkowania. 

W pracy [18] przedstawiono opracowany przez autorów algorytm wykonujący takie obliczenia w śro-

dowisku programu Mathematica. Można ten program stosować dla prętów kilkuodcinkowych, gdzie 

kształt każdego odcinka opisany jest innym równaniem, a także uwzględniać w tym programie masy 

skupione. 

3. Przykłady obliczeń 

Autorzy otrzymali rozwiązania dla prętów wspornikowych w kształcie ściętego stożka i brył obroto-

wych o tworzących krzywoliniowych (parabolicznej, wykładniczej). Dotyczy to zarówno prętów peł-

nych jak i wydrążonych. Na rysunku 2  pokazano porównanie okresów drgań słupów pełnych stalowych 

(L = 6 m, D = 0,2 m) w kształcie brył obrotowych o tworzących opisanych równaniem prostej, paraboli 

i funkcji wykładniczej. Uwzględniono pełen zakres zbieżności ścianek prętów, od η = 1 (walec)  do η = 

∞ (stożek). Wyniki porównano z rezultatami obliczeń MES w programie ANSYS. Można zauważyć, że 
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nawet niewielkie różnice w kształcie słupa o tworzącej opisanej parabolą i funkcją wykładniczą prowa-

dzą – szczególnie przy dużych zbieżnościach pręta, definiowanych jako η = D/d – do znaczących różnic 

wartości okresów drgań. 

 
Rys. 2. Okresy drgań słupów pełnych stalowych w kształcie brył obrotowych o tworzącej prostoliniowej, parabolicz-

nej i wykładniczej, [16]. 

 

Metoda obliczeń dotyczy materiałów sprężystych i może być stosowana dla konstrukcji żelbeto-

wych, na przykład wież o żelbetowej konstrukcji powłokowej albo kominów jak na rys. 3, gdzie 

L = 32 m, D = 4 m a grubość ścianki (w płaszczyźnie prostopadłej do osi komina) jest liniowo zmienna 

od 0,24 m w podstawie do 0,12 m  przy wierzchołku.  

 
 

Rys. 3. Okresy drgań kominów żelbetowych o tworzącej prostoliniowej i parabolicznej (parabola wypukła i wklęsła 

względem osi stożka), [13, 16]. 

5 10 15 20

0.06

0.10

0.14

0.18

0.22

0.26

0

4 2 4/3 18

MES (ANSYS)

0.02

D

d

D

L

d

1 2

1

2

D

d

3

3

prosta
parabola

wykładnicza

słup 1

słup 2

słup 3

d [cm]

 =
D

d

T  [s]

1 2 3 4 d [m]
0.00

0

4 2 4/3 =1
D
d

8

D

L

d

3.52.51.50.5

0.10

0.20

0.30

0.40

T  [s]

0.50

komin 1

komin 2

MES (ANSYS)
1

1

2

D

L

d

2

D

L

d

3

3

komin 3



Jacek Jaworski, Olga Szlachetka 

 

Na rysunku 4 pokazano wynik użycia programu przygotowanego w pracy [18] w zastosowaniu do 

swobodnie podpartej, symetrycznej belki ze skosami w strefach przypodporowych. Materiał traktowano 

jako jednorodny i idealnie sprężysty, przyjęto jego gęstość i moduł sprężystości podłużnej. Na odcin-

kach przy podporach i w części  środkowej wysokość belki jest stała, L = 10 m, H = 0,8 m, uwzględniono 

różne wartości h i proporcje odcinków L1 i L2. Znajomość częstości drgań własnych belek stropowych 

jest istotna ze względu na sprawdzanie warunków stanu granicznego użytkowalności (SGU). 

 
Rys. 4. Okresy drgań własnych żelbetowej belki stropowej, [18]. 

4. Kolejne częstości drgań 

Rozpatrzono belkę swobodnie podpartą w kształcie ściętego stożka jak na rys. 5a.  

 

a)  

b)  

c)  
Rys. 5. Schemat do wyznaczania kolejnych częstości drgań belki. a) pręt swobodnie podparty, b) schemat do określe-

nia punktu przegięcia krzywej ugięcia dla drugiej częstości drgań, c) schemat dla trzeciej częstości drgań własnych, 

[17]. 
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Równanie różniczkowe osi odkształconej ma postać: 
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Po scałkowaniu, z porównania energii potencjalnej i kinetycznej drgającego pręta otrzymuje się zależ-

ność na wyznaczenie pierwszej częstości drgań własnych w postaci [17]: 
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Następnie wyznaczono zależności na kąt obrotu przekroju na lewym (dla x = 0) i prawym (dla x = L) 

końcu belki. W tak zdefiniowanym układzie osi współrzędnych wartość kąta obrotu na lewym końcu 

belki jest dodatnia, na prawym ujemna. Zapisanie tych zależności dla obu odcinków belki (rys. 5b) i 

porównanie tych kątów (z odpowiednim uwzględnieniem ich znaków) po lewej i po prawej stronie 

punktu przegięcia B krzywej ugięcia prowadzi do zależności (11), z której można określić położenia 

punktu B, wyznaczyć wartości średnicy Δ i następnie długości odcinków L1 i L2. Pozwala to na porów-

nanie energii potencjalnej i kinetycznej obu odcinków łącznie i wyznaczenie drugiej częstości drgań ω2.  
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Podobnie można postąpić przy wyznaczaniu kolejnych częstości drgań własnych, co pokazano na 

przykładzie trzeciej częstości drgań. Pręt o długości L podzielono na trzy części (rys. 5c), z warunku 

równości kątów obrotu przekroju po obu stronach pręta w punktach B i C otrzymano układ dwóch rów-

nań. Korzystając z programu Mathematica wyznaczono wartości Δ1 i Δ2 a następnie L1, L2 i L3. Pozwo-

liło to na obliczenie energii i wyznaczenie trzeciej częstości drgań własnych. 

W celu wyznaczenia n–tej częstości drgań własnych należy podzielić pręt na n odcinków, co pozwala 

otrzymać n – 1 równań, z których można wyznaczyć średnice pręta na końcach każdego z odcinków 

oraz długości tych odcinków, a z porównania energii określić n–tą częstość drgań. 

Różnice między pierwszą częstością drgań swobodnie podpartych prętów według tablic z pracy [2] 

i wynikami obliczeń MES a wynikami uzyskanymi przez autorów nie przekraczają 0,6% dla prętów w 

kształcie ściętego stożka i 0,3% dla prętów w kształcie ściętego klina. Dla drugiej i trzeciej częstości 

drgań obarczone niewielkim błędem wyniki uzyskano dla prętów w kształcie ściętych stożków o małych 

zbieżnościach ψ = d/D ≥ 0,6 (różnice poniżej 5%) a dla prętów w kształcie ściętych klinów dla φ = h/H 



Jacek Jaworski, Olga Szlachetka 

 

≥ 0,4 (różnice poniżej 6%). W przypadku prętów o większych zbieżnościach wyniki nie są już wystar-

czająco dokładne.  

5. Wnioski 

Zastosowanie metody Rayleigha do wyznaczania pierwszej częstości drgań własnych prętów przy 

założeniu, że oś pręta odkształcona podczas drgań przyjmuje postać linii ugięcia osi przy działaniu ob-

ciążenia ciągłego o stałej wartości, prowadzi do akceptowalnie przybliżonych wyników. Jak wykazano 

w pracy [12] zmiana obciążenia z ciągłego o stałej wartości na obciążenie ciągłe zmienne proporcjonal-

nie do średnicy lub pola przekroju poprzecznego pręta w kształcie ściętego stożka nie prowadzi do 

zwiększenia dokładności wyników. 

Dla prętów w kształcie ściętego stożka i ściętego klina częstość (lub okres) drgań można przedstawić 

w postaci prostych wzorów, a do obliczenia okresu drgań wystarczy podręczny kalkulator. Dokładność 

wyników dla ściętych stożków i ściętych klinów jest wysoka. Różnice między częstościami (lub okre-

sami) drgań obliczonymi stosowaną przez autorów metodą a wynikami rozwiązań dokładnych nie prze-

kraczały 0,5% dla dowolnie podpartych belek w kształcie ściętego klina i 1,7% dla belek w kształcie 

ściętego stożka, przy czym dla belek swobodnie podpartych – 0,6%.  

Dla prętów w kształcie brył obrotowych o tworzących krzywoliniowych i prętów wydrążonych roz-

wiązania przy użyciu metody stosowanej przez autorów wymagają całkowania numerycznego, nie 

można więc ich przedstawić w postaci elementarnych wzorów, a do obliczeń konieczne jest użycie pro-

gramów obliczeniowych. Dokładność obliczeń jest mniejsza. Punktem odniesienia są tu obliczenia wy-

konane metodą elementów skończonych, której wyniki też są obarczone pewnym błędem. W analizo-

wanych przez autorów przykładach, dla prętów w postaci wydrążonych ściętych stożków różnice 

pomiędzy uzyskanymi wynikami a wynikami MES nie przekraczały 2,6%. Dla prętów w postaci brył 

obrotowych o tworzącej opisanej parabolą (wklęsłą lub wypukłą względem osi stożka) lub funkcją wy-

kładniczą największe różnice nie przekraczały 5,6% względem rozwiązań MES. Jest to wystarczająca 

dokładność dla większości praktycznych obliczeń inżynierskich.   

W przypadku drugiej i trzeciej częstości drgań własnych swobodnie podpartych prętów w kształcie 

ściętego stożka i ściętego klina, dokładność wyników w istotny sposób zależy od stopnia zbieżności 

ścianek bocznych prętów. Różnice między pierwszą częstością drgań swobodnie podpartych prętów 

według tablic z pracy [2]  i wynikami obliczeń MES a wynikami uzyskanymi przez autorów nie prze-

kraczają 0,6% dla prętów w kształcie ściętego stożka i 0,3% dla prętów w kształcie ściętego klina. Na-

tomiast dla drugiej i trzeciej częstości drgań różnice poniżej 5% otrzymano dla prętów w kształcie ścię-

tych stożków o małych zbieżnościach (ψ ≥ 0,6), a różnice poniżej 6% dla prętów w kształcie ściętych 

klinów o małych zbieżnościach (φ ≥ 0,4). Przy większych zbieżnościach prętów wyniki stają się mniej 

dokładne. Ponadto obliczenia dla drugiej, trzeciej i kolejnych częstości drgań są coraz bardziej praco-

chłonne. 

Reasumując należy stwierdzić, że opisana przez autorów tej pracy metoda jest dokładna w przypadku 

pierwszej częstości drgań własnych. Przy czym dla prętów w kształcie ściętego stożka i ściętego klina 

rozwiązania są bardzo proste, a w przypadku prętów wydrążonych i w kształcie brył obrotowych o two-

rzących krzywoliniowych obliczenia stają się pracochłonne. 
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