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Streszczenie:  Przedstawiono mozliwo$ci wyznaczania czgstosci drgan wiasnych gietnych pretow traktowanych jako belki
Bernoullego-Eulera przy uzyciu metody Rayleigha. Zaktada sie, ze ksztalt osi preta podczas drgan jest taki
jak ksztalt linii ugigcia tego preta pod obcigzeniem ciggtym. Poréwnanie energii potencjalnej w pozycji wy-
chylonej z energia kinetyczng w pozycji nieodksztalconej pozwala na wyznaczenie czestosci i okresu drgan
wiasnych w funkcji modutu Younga i gestosci materiatu oraz parametrow okreslajacych ksztatt geometryczny
preta. Pokazano przyklady rozwigzan dla pretow w ksztalcie Scigtego stozka i $cietego klina oraz bryt obro-
towych o tworzacej prosto- i krzywoliniowej (parabolicznej, wyktadniczej). Dotyczy to zarowno pretow pel-
nych jak i wydrazonych, oraz ré6znych sposobdw zamocowania koncéw preta. Metoda jest przydatna do wy-
znaczenia pierwszej czestosci drgan wiasnych preta. Doktadno$é uzyskanych wynikow (poréwnanych z
literaturg oraz z wynikami obliczen MES) w pelni wystarcza do praktycznych zastosowan. Autorzy pokazali
tez mozliwo$¢ rozszerzenia metody na kolejne czestos$ci drgan.
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1. Wprowadzenie

Elementy pretowe o zmiennym przekroju poprzecznym sg czesto stosowane w celu zmniejszenia
masy konstrukcji. Dotyczy to zardwno czgéci maszyn jak i elementéw konstrukcji budowlanych. Cze-
stosci drgan wiasnych takich pretéw mozna wyznaczy¢ korzystajac z rownania rézniczkowego belki
Bernoullego-Eulera. Autorzy pracy [1] otrzymali analityczne rozwigzanie tego rownania za pomoca
funkcji Bessela dla przypadkow $cietego stozka i Scigtego klina. Rozwigzanie tego roéwnania metoda
Frobeniusa podano w pracy [2]. Autor zamiescit tabele z warto$ciami trzech pierwszych czgstosci drgan
wlasnych dla 16 kombinacji schematdéw podparcia i roznych warto$ci parametru okreslajacego zbiez-
nos$¢ $cianek $cietego stozka i klina. Wielu badaczy rozszerzylto analizy drgan wtasnych na prety o in-
nych ksztattach przekrojow poprzecznych, uzyskujac czesto rozwigzania tylko dla przypadkow szcze-
golnych. Na przyktad, [3] badali drgania wlasne preta o wyktadniczo zmiennej szeroko$ci przekroju, a
[4] analizowal pre¢t w ksztalcie bryly obrotowej o promieniu zmieniajacym si¢ parabolicznie wzdtuz
dhugosci preta. Przedmiotem badan pracy [5] byt pret w ksztalcie wydrazonego $cigtego stozka. W pracy
[6] analizowano drgania preta w ksztatcie bryty obrotowej o tworzacej opisanej funkcjami wyktadnicza
i trygonometryczng. R6znorodno$¢ metod analizy drgan belek o zmiennych przekrojach poprzecznych
wida¢ takze w innych pracach, na przyktad w [7, 8]. Praca [9] dotyczy petnych i wydrazonych pretow
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w ksztalcie klina o roznych przekrojach poprzecznych z dodatkowymi masami punktowymi. Belki o
zmiennych przekrojach poprzecznych lub z masami skupionymi mogg by¢ tez analizowane jako prety
wieloodcinkowe o przekrojach skokowo zmiennych [10, 11].

Autorzy tego artykulu do wyznaczenia pierwszej czestosci drgan wlasnych gietnych pretéw trakto-
wanych jako belki Bernoullego-Eulera korzystaja z metody Rayleigha. Zaktada sie, ze ksztalt osi preta
podczas drgan jest taki jak ksztalt linii ugiecia tego preta pod obcigzeniem cigglym o statej wartosci.
Dla materiatlu idealnie sprezystego i matej amplitudy drgan porownuje si¢ energi¢ potencjalng w pozycji
wychylonej z energia kinetyczna w pozycji nieodksztalconej. Pozwala to na wyznaczenie czestosci i
okresu drgan wlasnych w funkcji modutu Younga i gesto$ci materiatu oraz parametrow okreslajacych
ksztalt geometryczny preta. Szczegétowe rozwigzania z zastosowaniem tej metody opublikowane zo-
staty w szeregu prac, miedzy innymi w [12—15]. Celem tej pracy jest zebranie w jednym miejscu infor-
macji o mozliwosciach wykorzystania tej metody, pokazanie wybranych wynikéw wiasnych obliczen
publikowanych w r6znych tekstach i przedstawienie krytycznej oceny przydatnosci stosowanej przez
autorow metody.

2. Metoda obliczen

Procedure postepowania przy uzyciu metody Rayleigha [12] w sposob przyjety przez autorow tej
pracy mozna wyjasnic¢ na przyktadzie preta wspornikowego w ksztalcie $cigtego stozka o dtugosci L i
zbieznosci $cianek n = D/d (rys. 1).
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Rys. 1. Schemat preta wspornikowego.

Ugiecie preta wyznaczono catkujgc dwukrotnie rownanie rozniczkowe osi odksztatconej:
d?u(x L2 G
EJ (X) ( )=—|\/| (x):_q _q|_x+q (1)
dx? 2 2

gdzie:

E — modut Younga,

J — moment bezwtadnosci przekroju,

u — ugiecie,

M — moment zginajacy w przekroju okreslonym wspotrzedna X,
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g — obciazenie ciagle o statej wartosci.

Linia ugiecia preta jak na rys. 1 jest okreslona rownaniem:

32q
u(x)= A(X 2
()=~ A @
gdzie:
- 3D(D-d)+d*>  d(6D-d 2
a=d—D; A(x)= ( 3)+ ax + ( - )+In b d , d :
L 3D 6D ax+D ax+D  6(ax+D)
Energia potencjalna preta w pozycji wychylonej jest okreslona zalezno$cia:
L L
1 1 32q
E,=|=qu(x)dx== A(x)dx 3
R OE e L ®)
a energia kinetyczna wynosi:
il oo 1 o7p( 329 \'F 2,2
E, =£§w u (x)m(x):zw T(ﬂEa“) .([(ax+ D)”A%(x)dx 4)

gdzie:

@ — czestos¢ kotowa drgan,

p — gestos¢ materiatu,

m(X) — masa odcinka preta o dtugosci dx.

Poroéwnujac wartosci energii mozna wyznaczy¢ czestos¢ kotowa drgan wlasnych w postaci:

wz%\/g OA(x)dx-{J‘(ax+ D)2 Az(x)dxj (5)

0

a po scatkowaniu i uporzadkowaniu z pomoca programu Mathematica otrzymano zalezno$¢:

P 242 Q, +60Q,In7

gdzie:

Q, =115° —874° + 375p* —11847° + 3219,% — 42815 + 2817 10807 * + 234152 — 2453
Q, =147° -33p? +157 -3 61 Iny

Q, =3p* +10n° —1872 + 67 -1-127%Iny

Podobnie postgpujac uzyskano rozwigzania dla pretow wspornikowych w postaci $cigtego klina [12],

petnych i wydrazonych bryt obrotowych o tworzacej bedacej parabolg oraz krzywa wyktadniczg [13,
16].
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Innym, bardziej uniwersalnym podej$ciem do rozwigzania tego samego problemu jest czterokrotne
catkowanie réwnania rézniczkowego osi odksztatconej w postaci:

i{EJ(X)—dZU(X)}q ™

State calkowania sg wyznaczane z warunkow brzegowych, co pozwala uzyskac dla kazdego z anali-
zowanych przypadkow schematu podparcia belki rownanie krzywej ugigcia, a po okresleniu i porowna-
niu energii wyznaczy¢ czesto$é drgan whasnych. W pracy [14] rozpatrzono sze$¢ schematow podparcia:
utwierdzenie — przegub, utwierdzenie — suwak, utwierdzenie — utwierdzenie, utwierdzenie — swobodny
koniec, przegub — suwak, przegub — przegub. Analizowano tam prgty w ksztalcie $cietego stozka i $cie-
tego Klina.

Dla swobodnie podpartego preta w ksztalcie Scigtego klina zalezno$¢ na pierwsza czestos¢ kotowa
drgan wlasnych moze by¢ po przeksztatceniu podana w nastepujacej postaci, [17]:

, E 72H? (g1 3-3¢°—(L+4g+4)ing™
p L4 R, +R,In*¢+RyIng™

gdzie:
h
)
R, =551¢° — 783¢* + 232¢° + 232¢° — 7834 + 551
R, = 72¢° +360¢" + 6484° + 6484% + 360¢ + 72

Ry =396¢° + 744¢* —312¢° + 312¢% — 7444 —396
h i H to najmniejsza i najwigksza wysokos¢ klina o dtugosci L.

Przedstawiony powyzej sposob postepowania wymaga catkowania zlozonych wyrazen. W przy-
padku pretéw pelnych (i niektdrych szczegdlnych przypadkéw pretow wydrazonych) w ksztalcie Scig-
tego stozka i $cietego klina otrzymuje si¢ proste rozwigzania i do obliczenia czgstos$ci drgan wystarczy
podreczny kalkulator. W wielu bardziej skomplikowanych przypadkach wymagane jest catkowanie nu-
meryczne. W opisywanej przez autoré6w metodzie catkowanie moze by¢ zastapione obliczeniami wy-
konywanymi dla poszczegdlnych odcinkow preta, na ktore zostat on podzielony. Jesli liczba odcinkoéw
jest bardzo duza, wyniki zblizaja si¢ do rozwiazania doktadnego, uzyskiwanego w wyniku catkowania.
W pracy [18] przedstawiono opracowany przez autoréw algorytm wykonujacy takie obliczenia w $ro-
dowisku programu Mathematica. Mozna ten program stosowa¢ dla pretéw kilkuodcinkowych, gdzie
ksztalt kazdego odcinka opisany jest innym rownaniem, a takze uwzglgdnia¢ w tym programie masy
skupione.

3. Przyklady obliczen

Autorzy otrzymali rozwigzania dla pretow wspornikowych w ksztalcie §cigtego stozka i bryt obroto-
wych o tworzacych krzywoliniowych (parabolicznej, wyktadniczej). Dotyczy to zaréwno pretow pet-
nych jak i wydrazonych. Na rysunku 2 pokazano poréwnanie okresow drgan stupow petnych stalowych
(L=6m, D=0,2 m) w ksztalcie bryt obrotowych o tworzacych opisanych rownaniem prostej, paraboli
i funkcji wyktadniczej. Uwzgledniono peten zakres zbieznosci $cianek pretow, od # = 1 (walec) do#y =
oo (stozek). Wyniki porownano z rezultatami obliczen MES w programie ANSYS. Mozna zauwazyc¢, ze
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nawet niewielkie roznice w ksztalcie stupa o tworzacej opisanej parabola i funkcja wyktadnicza prowa-
dza — szczegoblnie przy duzych zbieznosciach preta, definiowanych jako # = D/d — do znaczacych roznic
wartosci okresow drgan.

T [s]
0.26 -

0.22 4
0.18 ~
0.14 - parabola wyktadnicza
| stup 1 L prosta
0.10 4 —a—A— ship2
1 ———0— shup3 =
006 I e S e
| ——-——%-— MES (ANSYS) H Kl
5 10 1 d[cm
L0 s w0 15 adem
® 4 2 4/3 1p= T

Rys. 2. Okresy drgan stupoéw pelnych stalowych w ksztalcie bryt obrotowych o tworzacej prostoliniowej, parabolicz-
nej 1 wykladniczej, [16].

Metoda obliczen dotyczy materialow sprezystych i moze by¢ stosowana dla konstrukcji zelbeto-
wych, na przyktad wiez o zelbetowej konstrukcji powlokowej albo kominéw jak na rys. 3, gdzie
L =32 m, D =4 m a grubo$¢ Scianki (w ptaszczyznie prostopadtej do osi komina) jest liniowo zmienna
od 0,24 m w podstawie do 0,12 m przy wierzchotku.
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Rys. 3. Okresy drgan kominow zelbetowych o tworzacej prostoliniowej i parabolicznej (parabola wypukta i wklgsta
wzgledem osi stozka), [13, 16].
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Na rysunku 4 pokazano wynik uzycia programu przygotowanego w pracy [18] w zastosowaniu do
swobodnie podpartej, symetrycznej belki ze skosami w strefach przypodporowych. Materiat traktowano
jako jednorodny i idealnie sprezysty, przyjeto jego gestos¢ i modut sprezystosci podtuznej. Na odcin-
kach przy podporach i w czesci §rodkowej wysokos¢ belki jest stata, L = 10 m, H=0,8 m, uwzgledniono
rozne wartosci h i proporcje odcinkow Li i Lo. Znajomos¢ czgstosci drgan wiasnych belek stropowych
jest istotna ze wzgledu na sprawdzanie warunkdéw stanu granicznego uzytkowalnosci (SGU).

T[s]

0.64 1 L .

0.60{ ! X!

0.56 | KJ_Q h ][H h=0.3H
2 ]|

0.5 Li+lo_,

0.48

0444 —o—o belka

0.36 h=0.5H
0.32 1

b—””’/ h=0.7H
0.28 - B e
0.2 0.4 0.6 0.8 L
Rys. 4. Okresy drgan wlasnych zelbetowej belki stropowe;j, [18].

0.24

4. Kolejne czestosci drgan

Rozpatrzono belke swobodnie podparta w ksztalcie §cietego stozka jak na rys. Sa.
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Rys. 5. Schemat do wyznaczania kolejnych czgstosci drgan belki. a) pret swobodnie podparty, b) schemat do okresle-
nia punktu przegiecia krzywej ugiecia dla drugiej czestosci drgan, c) schemat dla trzeciej czgstosci drgan wiasnych,
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Roéwnanie rézniczkowe osi odksztatconej ma postac:

EJ(X) d Z:X(ZX) = %(x2 - Lx) 9)

Po scatkowaniu, z por6wnania energii potencjalnej i kinetycznej drgajacego preta otrzymuje sie zalez-
nos$¢ na wyznaczenie pierwszej czestosci drgan wlasnych w postaci [17]:

2, _1\° _ _
a;f:E-45D (w-1) v R -6y (1-y)iny (10)
P 214 P, =3y Iny (P, — P Iny)
gdzie
_4
b

P=y®+9y® -9y -1

_ 8 7 6 5 4 3 2
P, = 4y® + 9y " +36y° +311y° — 7200 + 3113 + 36y 2 + 9y + 4
Py =8y°® +13y° + 80y * 80y 2 —13y -8

Py :121//(1+1//+1//2 +1//3+1//4)

Nastepnie wyznaczono zaleznosci na kat obrotu przekroju na lewym (dla x = 0) i prawym (dla x = L)
koncu belki. W tak zdefiniowanym uktadzie osi wspoirzgdnych warto$¢ kata obrotu na lewym koncu
belki jest dodatnia, na prawym ujemna. Zapisanie tych zalezno$ci dla obu odcinkéw belki (rys. 5b) i
porownanie tych katow (z odpowiednim uwzglgdnieniem ich znakow) po lewej i po prawej stronie
punktu przegiecia B krzywej ugiecia prowadzi do zaleznosci (11), z ktoérej mozna okresli¢ polozenia
punktu B, wyznaczy¢ wartosci $rednicy A i nastepnie dtugosci odcinkow L1 i Lo. Pozwala to na porow-
nanie energii potencjalnej i kinetycznej obu odcinkéw tacznie i wyznaczenie drugiej czestosci drgan wo.

_M{In9+(A—d)(A+4d) (A—d)(3A+d)}

A-d| A 3dA 6A>
(11)
[ A D*-A° (D—A)(3A—D)]
=lIn—+ +—
3AD 6A°

Podobnie mozna postapi¢ przy wyznaczaniu kolejnych czestosci drgan wlasnych, co pokazano na
przyktadzie trzeciej czesto$ci drgan. Pret o dlugosci L podzielono na trzy czesci (rys. 5¢), z warunku
rownosci katow obrotu przekroju po obu stronach preta w punktach B i C otrzymano uktad dwoch row-
nan. Korzystajac z programu Mathematica wyznaczono wartosci A1 i Az a nastgpnie Ly, Lo i Ls. Pozwo-
lito to na obliczenie energii i wyznaczenie trzeciej czgstosci drgan wiasnych.

W celu wyznaczenia n—tej czesto$ci drgan wiasnych nalezy podzieli¢ pret na n odcinkow, co pozwala
otrzyma¢ n — 1 réwnan, z ktéorych mozna wyznaczy¢ $rednice preta na koncach kazdego z odcinkow
oraz dtugosci tych odcinkow, a z poroéwnania energii okresli¢ n—tg czestos¢ drgan.

Roznice miedzy pierwszg czesto$cig drgan swobodnie podpartych pretow wedtug tablic z pracy [2]
1 wynikami obliczen MES a wynikami uzyskanymi przez autoréw nie przekraczaja 0,6% dla pretow w
ksztalcie $cigtego stozka i 0,3% dla pretow w ksztalcie $cigtego klina. Dla drugiej i trzeciej czestosci
drgan obarczone niewielkim btgdem wyniki uzyskano dla pretow w ksztatcie $cietych stozkéw o matych
zbieznos$ciach y = d/D > 0,6 (r6znice ponizej 5%) a dla pretow w ksztatcie Scigtych klinow dla ¢ = h/H
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> 0,4 (roznice ponizej 6%). W przypadku pretéw o wiekszych zbiezno$ciach wyniki nie sg juz wystar-
czajaco doktadne.

5. Whnioski

Zastosowanie metody Rayleigha do wyznaczania pierwszej czestosci drgan wlasnych pretow przy
zatozeniu, ze o$ preta odksztalcona podczas drgan przyjmuje postac linii ugigcia osi przy dziataniu ob-
cigzenia cigglego o stalej warto$ci, prowadzi do akceptowalnie przyblizonych wynikow. Jak wykazano
w pracy [12] zmiana obcigzenia z ciaglego o stalej wartosci na obciazenie ciagle zmienne proporcjonal-
nie do $rednicy lub pola przekroju poprzecznego preta w ksztalcie Scictego stozka nie prowadzi do
zwiekszenia dokladnosci wynikow.

Dla pretow w ksztalcie §cietego stozka i $cigtego klina czgstos¢ (lub okres) drgan mozna przedstawic
w postaci prostych wzordéw, a do obliczenia okresu drgan wystarczy podrgczny kalkulator. Doktadnosé
wynikow dla $cigtych stozkow i $cigtych klindw jest wysoka. Réznice migdzy czgstosciami (lub okre-
sami) drgan obliczonymi stosowang przez autorow metoda a wynikami rozwiagzan doktadnych nie prze-
kraczaly 0,5% dla dowolnie podpartych belek w ksztatcie $cigtego klina i 1,7% dla belek w ksztalcie
Scictego stozka, przy czym dla belek swobodnie podpartych — 0,6%.

Dla pretow w ksztatcie bryt obrotowych o tworzacych krzywoliniowych i pretow wydrazonych roz-
wigzania przy uzyciu metody stosowanej przez autorow wymagaja calkowania numerycznego, nie
mozna wigc ich przedstawi¢ w postaci elementarnych wzoroéw, a do obliczen konieczne jest uzycie pro-
gramow obliczeniowych. Doktadno$¢ obliczen jest mniejsza. Punktem odniesienia sa tu obliczenia wy-
konane metodg elementéw skonczonych, ktoérej wyniki tez sa obarczone pewnym btgdem. W analizo-
wanych przez autorow przyktadach, dla pretow w postaci wydrazonych Scietych stozkow rdznice
pomigdzy uzyskanymi wynikami a wynikami MES nie przekraczaty 2,6%. Dla pretow w postaci bryt
obrotowych o tworzacej opisanej parabola (wklesta lub wypukla wzgledem osi stozka) lub funkcja wy-
ktadnicza najwicksze roznice nie przekraczaly 5,6% wzgledem rozwigzan MES. Jest to wystarczajaca
doktadnos¢ dla wigkszos$ci praktycznych obliczen inzynierskich.

W przypadku drugiej i trzeciej czgstosci drgan wlasnych swobodnie podpartych pretow w ksztatcie
Scietego stozka i $cietego klina, doktadnos¢ wynikow w istotny sposob zalezy od stopnia zbiezno$ci
scianek bocznych pretow. Roznice migdzy pierwszg czgstoscig drgan swobodnie podpartych pretow
wedtug tablic z pracy [2] i wynikami obliczeh MES a wynikami uzyskanymi przez autoréw nie prze-
kraczaja 0,6% dla pretow w ksztalcie Scigtego stozka i 0,3% dla pretow w ksztalcie $cigtego klina. Na-
tomiast dla drugiej i trzeciej czgstosci drgan roznice ponizej 5% otrzymano dla pretow w ksztalcie $cig-
tych stozkéw o matych zbiezno$ciach (yw > 0,6), a roznice ponizej 6% dla pretow w ksztalcie $cigtych
klinow o matych zbieznosciach (¢ > 0,4). Przy wigkszych zbieznosciach pretoéw wyniki staja si¢ mniej
doktadne. Ponadto obliczenia dla drugiej, trzeciej i kolejnych czestosci drgan sg coraz bardziej praco-
chlonne.

Reasumujac nalezy stwierdzi¢, ze opisana przez autorow tej pracy metoda jest doktadna w przypadku
pierwszej czestosci drgan wlasnych. Przy czym dla pretow w ksztalcie Scigtego stozka i Scigtego klina
rozwigzania sg bardzo proste, a w przypadku pretow wydrazonych i w ksztalcie bryt obrotowych o two-
rzacych krzywoliniowych obliczenia stajg si¢ pracochtonne.
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